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Cours - Séquence n° 6 — Fonctions (IT) Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

Cours - Séquence n° 6 - FONCTIONS (II) :
convexité, point d’inflexion

compléments dérivation,

I- RAPPELS SUR LA DERIVATION

Définitions “fla + k)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soienta € 1 et h € R* telsquea + h € 1.

1. Onditquef est:;g_gﬂb_g_eL si le taux d’accroissement de f entrea eta + h:

&-ih’:——f—(a—) tend vers un nombre réel [ lorsque h tend vers 0.

fla)

(AM)

Ol =u

2. Dans ce cas, ce nombre réel [ est appelé le nombre dérivé de f en a et est noté f'(a)./ /
Onadoncf'(a) =1= ’Eimo

fla+h)-f(a)

Y est la droite passant par le point A et de coefficient

dlrecteur I (a)
4. On dit quef estdérivable surlsi f est dérivable en tout réel a del.
‘La fonction dérivée de f sur[ est la fonction qui, a tout réel x de I, associe f’ (x)

S

été: ti ela ente

Soient f une fonction dérivable sur un intervallel etaunréeldel.’
La tangente 2 la courbe de f au point A(a ; f(a)) estla droite d'équation: y = f(@)(x—a)+ f(a).
i - dérivation des foncti ell
Fonction f A Ensemble de
définition de f
f(x)=k keR R
f(x)=ax, a€R i R
f(x) = 2* R
f(x)=x 0
n = 1 entier
&) =1 R\{0}
&) == B
: R\{0}
neNn=>1
f@0) =z i0; +ool!
f(x)=¢€" R
f(x) =€, keR R
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ions les ions dérivables

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors =/

u + v est dérivable sur I u+v) =u+v
ku est dérivable sur I, ol k est une constante (kw)' = ku'
uv est dérivable sur I () =u'v+uw'
2 est dérivable sur, ot v ne s'annule pas sur | (%)= -z

1:; est dérivable sur ], oll v ne s'annule pas sur I (5)'._. “"’T-z'"i

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle L
e Lafonction f est croissante sur I si, et seulement si, pour tout x del f’ (x) =0
o L‘a"«foncﬁonf est décroissante sur I si, et seulement si, pour tout x de [ f'(x) < 0:
o Lafonction f est constante sur I si, et seulement si, pour tout x de I f'(x) =0

Remarques °

1. Si, pour toutréel x del, f'(x) > 0, sauf peut-étre en un nombre fifni de points ou1 f s’annule,
alors f est strictement croissante sur I.

2. Si,pour toutréel x de I, f'(x) > 0, sauf peut-étre en un nombre fifni de points ou f s’annule,
alors f est strictement croissante sur L.

Propriétés : dérivée et extremum local

Soient f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert I et xo un nombre réel de I.
e Sif(xo) est un extremum local de f, alors f'(x,) = 0:

e Sif’ s'annule en x, en changeant de signe, alors f(x,) est un extremum local;

X Xy i X \

_ﬂ)‘? - 0 o B e

o BN
f(X) \Iho)/ 0 / \ !

RS _~L e

f(x,) est un minimum Ioca! . F(xp) est un maximum local. =
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I- DERIVEE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS ET NOUVELLES DERIVEES

Soient u une fonction définie sur un intervalle I et v une fonction définie sur un intervalle J tel que
pour tout x de ], on aitu(x) € J.

Si u est dérivable sur I et v est dérivable sur J, alors la fonction v o u est dérivable sur I~
et pour tout xde [, (v o w)’ (x) = v'(ux) xu "(x). -

Exemple
u est la fonction définie sur 1 = R par u(x) = x? + 1. v estla fonction définie sur ] =]0; +oo[ par v(x) = Vx.

= Pourtoutx € R,x%+ 1> 0,doncx?+1€]0; +oof.
Donc la fonction v o u est définie sur R par (v o u)(x) = ¥. (‘*C")) = et

» yestdérivablesur]l = R et v est dérivable sur] =]0; +oo[,doncla foncztlon vouest derlvable sur \R
4 "L 2

. o =y L)) _—_ Al —
Pour tout x € R, (wow)'(x) = V. ( S\D) o zw—a iy W W

Fonction Condihon snpplémentalresurlafoncuon u |
N i Vxelu(x)>0
u™avecn € Z' " sin<O0,vxelu@) =0
et ;
Démonstration

Pour la 2éme formule, ona: (u™)(x) = (w(x))" = (v o u)(x) avec vx) =x”.
Donc (™)' (x) = v'(u(x) X u'(x) = n(u(x))n_1 x ' (x), car v'(x) = nx"" .

Soit (u™)'(x) = nu'(x)(u(x))n—1

Les deux autres formules se démontrent de maniére analogue.

Exemple 1
_ f estla fonction définie sur ]1; +oof par )= V2= 1n Determlner fo):

8 \3/ , ovec b‘he:\{ f"oL u,(')) 2 -ﬁ_
o & e J€~«v—c~$0¢ aur 3 Covvre vkl ow "UQ‘?("W MA"‘ e /“‘V‘-)d +°0E

..........................................................................................

........................................................................................................

i M,

T
3()@“ “ 7’ 4 'N’ot &Ck) ...... L NS TS R it e

.......................................................

....................................................................................................................................................................................................
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Exemple 2

g est la fonction définie sur R par g(x) = (3x% — 2x + 1)4 Déterminer g'(x).
G
fa et o M €W O30 2anl

"\:; e,." clwr\'e Awn W\ C @ &Gwck'cnm VoQquw d—l& SAua f}

g e Lgishdpad s
Qwvxeﬂ PACOEX SRS >~‘L) LA G T ) K

....................................................................................................................................................................................................

Exemple 3

h est la fonction définie sur ]1; +oo[ par h(x) = + . Déterminer h'(x).

*h =« 1; o X el 2L ’)";'i ....................................................

-------------------------------------------------

d> el W’f ol #‘ 1. cf el ¢de w(wz.z..q.....

pmc h e} divnobOc zwva]" t2 L of k": ~2Z W W

.................................................................................................................................................................................................

Exemple 4
il
k est la fonction définie sur ]0; +oof par k(x) = 2e x. Déterminer k'(x).

" l( :Zb\p £.0Mec V‘xellv.\. (’)c)*—; :‘-'

'”f""t u""‘“w’ """’!’_'_{*(, Ordiom Janwene

................................................................................................................................

("" "_1-' b% cam

....................................................................................................................................................................................................
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II- FONCTIONS CONVEXES
Définiti
Soient f une fonction définie sur un intervalle I et @ sa courbe représentative dans un repére.
1. Direque f estmwgﬁsigniﬁe que, pour tous points distincts A et B de @, le segment [AB] est
au-dessus de la courbe @ entre A et B.

2. Dire que f estco surl signifie que, pour tous points distincts A et Bde @, le segment [AB] est
au-dessous de la courbe @ entre A et B.

Illustration graphique
Fonction convexe sur | Fonction concave sur |

iétés es) : cas d'une ion dérivable

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle L
1. [f estconvexesurlsi, et seulement si, sur I'intervalle ], sa courbe représentative est
‘entiérement située au-dessus de chacune de ses tangentes.
2. fest concave sur I si, et seulement si, sur I'intervalle I, sa courbe représentative est
| entidrement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

llustration graphique
Fonction convexe sur I Fonction concave sur |

Exemples
1
; 3\
dae
NS
1, 3 \
\ \,\.»
\ |
b
La fonction racine carrée La fonction inverse La fonction exponentielle
est .COmeome sur]0; +oo . | est LOMESTE. sur |-oo; (U] est .Cownarc g sur R
et .¢.omveee. sur]0; +oof
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Définiti

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I, @ sa courbe représentative dans un repéreeta € I.

Dire que A(a; f(a)) est unwmfﬁe @ signifie qu'au point A, la courbe @ traverse sa tangente.
Remarque

En I'abscisse a d’un point d’inflexion, la fonction f change de convexité : elle passe de convexe a concave ou de
concave a convexe. -

Convexe

Exemple 1

Soit f la fonction cube définie sur R par f(x) = x> représentée par la courbe ci-contre.
fest. SOmeone | surdifsg ] et f est ..Comveee sur [.0.222C

.................................

L'origine du repére est un . (’M =t J‘a €7 Pe......... de la courbe représentative de la fonction cube.

- Exemple 2
Soit g une fonction définie et dérivable sur [-1 ; 10].
Tracer une courbe @ de g dans le repére ci-contre sachant que :

- gestconcavesur [-1;3]etsur[8;10]; : )\4

- gestconvexesur|[3;8]; Eade s
- @ admet deux points d’inflexion de coordonnées (3;1) et (8;2). ¥ *

Propriétés (admises) : convexité et dérivées
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. f&msi et seulement si, f* est croissante surl.
g icave sur | si, et seulement si, f’ est décroissante sur I

Exemples
La fonction carrée est convexe sur R La fonction racine carrée est concave sur ]0; +oof
et sa dérivée est la fonction affine x = 2x qui est et sa dérivée estla fonction x = —=qui est
croissante sur R. o 5
: décroissante sur 0 ; +oof.
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Définitions
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. Dire que f est deux fois dérivable sur I signifie que la dérivée f' est elle- méme dérivable sur 1.

2. Onappelle M_Mﬂs_ﬁ___la dérivée de f', notée f"'.

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par f @) =3¢ 5x2 + 1. Déterminer la dérivée seconde de f sur R.

'}e\ l'b»v‘vw"pf LCorat 3@#““& f‘ﬁgf"ﬁ’”‘ WU—J?\‘\)\&AMR #7L (‘\—l g (.7\)" q" ’40\
< A)l' i e (£ e Irs & ] gi'(ﬂt) - 4(?-7(' 0

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle L
1. f est convexe sur]si, et seulementsi, i
2. festconcavesurlsi, et seulement si, f__est_ém.wlg

e Démontrons que si f” est positive sur I, alors la courbe de f est au-dessus de ses tangentes.
11 suffit de montrer queVa € I,Vx €1, f(x) = f "(@)(x —a) + f(a)
On considére la fonction g définie sur I par: g(x) = f(x) — ' (a)(x — a) — f(a).
g est dérivable sur I, comme somme de fonctions dérivables sur I et g'(x) = f'(x) — f'(a).
Or, f"' est positive sur I, donc f' est croissante sur I, donc g’ est également croissante sur L.
De plus, g'(a) = 0. Donc g’ estnégative pourx < aet positive pour x = a.
On peut donc compléter le tableau de variations de g.

z |-o00 a +00

En effet: g(@) = f(@) — f'(@(@—a) — f(@) = 0 g'(z) =0 =

DoncVx €1, g(x) = 0. :
Doncvx €1, f(x) — f'(@)(x—a) — f(a) 2 0. g(x) \ 0/
DoncVx €1, f(x) = f'(@)(x — a) + f(a)

On en déduit que la courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes sur I et donc que f est convexe sur L.

e Démonstration analogue pour prouver que si f” est négative sur ], alors la courbe de f est en-dessus de ses tangentes.

jété ise) : d’ i e de‘

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, @ sa courbe représentative dans un repéreetacl
Le point A(a ; f(a)) estun point d'inflexion de @ si, et seulement si, f "/ s’annule en a en changeant de signe.’

Illustration graphique d'un cas

‘La courbe de _f presente un ‘point d’ mﬂexlon d’ absdsse a lorsque :

o ofchangede | of chang'desens 2 f -f change de signe
| convexité ena devuriutlonena g etsannuleena
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Une entreprise fabnque des clés USB avec un maximum de 10 000 par mois.
Le cotit de fabrication C (en milliers d'euros) de x milliers de clés produites s'exprime par :
C(x) = 0,05x3 — 1,05x2 + 8x + 4.

1. Al'aide dela calculatrice graphique, conjecturer la convexité de la fonction C et en déduire si la courbe
posséde un point d'inflexion.

2. Démontrer ces résultats.

Interpréter les résultats obtenus au regard du contexte de I'exercice.
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